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序

論文 [22]の中で, Serreは p進モジュラー形式の概念を定義し, これを総実体上の p進ゼータ関数の

構成に応用した. その後 Katz, 肥田, Wilesなど様々な人達により, 各々の p進モジュラー形式の理論

が展開された. 最近になり Serre流の p進モジュラー形式の定義が Siegelモジュラー形式の場合に拡張

され, その性質が明らかにされつつある. 本稿ではこれらの結果を紹介する.

1 Serreの p進モジュラー形式

この節では Serre [22]による p進モジュラー形式に関する結果を紹介する. 最初にいくつか記号の説

明をしておく.

自然数 N に対して,

Γ0(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}

と定義する. 自然数 kに対して, χをmod N の Dirichlet指標で χ(−1) = (−1)k を満たすものとする.

このとき重さ k, 指標 χの Γ0(N)に対するモジュラー形式全体の空間をMk(Γ0(N), χ)で表すことにす

る. さらに部分環R ⊂ Cに対して, Mk(Γ0(N), χ)RをMk(Γ0(N), χ)の元であって Fourier係数が全て

Rに含まれるようなもの全体からなる R加群とする. いずれの場合も χが自明指標のときは χを省略

して書く. pを素数とし, ordp を Qp 上の正規化された加法付値とする.

定義 1.1. p 進体 Qp 上に係数をもつような不定元 q の形式的ベキ級数 g =
∑∞

n=0 b(n)q
n ∈ Qp[[q]]

を考える. g が p 進モジュラー形式であるとは, ある SL2(Z) のモジュラー形式からなる列 {fm =∑∞
n=0 afm(n)qn ∈Mkm(SL2(Z))Q}が存在して, km は増大し

lim
m→∞

fm = g (p進極限)

となることである. ここで limm→∞ fm = g (p 進極限) は, m → ∞ のとき infn≥0{ordp(afm(n) −
b(n))} → ∞となるという意味である.

p進モジュラー形式の例を述べる. モジュラー形式の例としてよく知られた,重さ k (≥ 4)のEisenstein

級数の q-展開

Ek = −Bk

2k
+

∞∑
n=0

 ∑
0<d|n

dk−1

 qn

を考える.
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例 1.2. k ≥ 2を偶数とし, pを奇素数とする. このとき数列 {km}を km := k + (p− 1)pm−1で定義す

る. 重さ km に対応する Eisenstein級数の列は p進極限

lim
m→∞

Ekm = (1− pk−1)
−Bk

2k
+

∞∑
n=0

 ∑
0<d|n
(p,d)=1

dk−1

 qn ∈ Q[[q]]

をもつ. したがって右辺の形式的ベキ級数は p進モジュラー形式である.

例 1.2の証明. 定数項については, km ≡ k mod (p− 1)pm−1であるから, Kummerの合同式を用いると

Bkm

2km

≡ (1− pkm−1)
Bkm

2km

≡ (1− pk−1)
Bk

2k
mod pm.

ただし一つ目の合同式は km > mから得られる. 定数項以外については Eulerによる合同を用いると

dkm−1 ≡

dk−1 p - dのとき

0 p | dのとき
mod pm

が得られる. これらを併せると

lim
m→∞

Ekm = (1− pk−1)
−Bk

2k
+

∞∑
n=0

 ∑
0<d|n
(p,d)=1

dk−1

 qn

となる.

ここで例で与えた極限の右辺の級数に注目してみるとレベル pの Heckeの Eisenstien級数の形をし

ていることがわかる. すなわち

lim
m→∞

Ekm = Heckeの Eisenstein級数

が得られた訳である. これは Eisenstein級数の p進極限を取った結果, 再び本当のモジュラー形式に

なったということを意味している. Serreはこの現象を次のように, より一般的な形で述べている.

p進ウェイトの群X なるものが次のように定義される:

X := lim←−Z/(p− 1)pm−1Z ≃

Zp × Z/(p− 1)Z p ≥ 3のとき

Z2 p = 2のとき.

このとき, 埋め込み

Z ∋ n 7−→ (n, ñ) ∈X

によって ZはX の部分集合とみなせる. ここで ñ := n mod p− 1である.

定理 1.3. (1) kを自然数とする. 数列 {km}を通常の距離では増大し, X の中では (k, α) (kは自然数

であることから (k, α) ̸= (0, 0))に収束するものとする. このとき

lim
m→∞

Ekm =重さ k, レベル p, 指標 χの Heckeの Eisenstein級数

となる. ただし指標 χは (k, α)によって定まる.

(2) 増大列 {km}が X の中で (0, 0)に収束するなら

lim
m→∞

(
− 2km
Bkm

Ekm

)
= 1

となる.
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注意 1.4. (1)の主張はやや正確ではない. 厳密には “Qpの中の 1の p− 1乗根を Cの中のものと同一
視すれば”ということである.

(2)は全ての定数が p進モジュラー形式であることを意味している. 定数だけでなく, 通常の SL2(Z)
のモジュラー形式 f を (2)の極限の両辺に掛ければ f も p進モジュラー形式であることがわかる. した

がって p進モジュラー形式とは, 定数および通常のモジュラー形式を含む概念である. 特に Eisenstien

級数の極限からなる p進モジュラー形式は p進 Eisenstein級数と呼ばれる.

さて, Eisenstein級数の p進極限がいつもレベル pのモジュラー形式になることを述べたが, 逆にレ

ベル pのモジュラー形式はいつ p進モジュラーになるだろうか. Serreはこれについても以下のように

述べている.

定理 1.5. 全ての f ∈Mk(Γ0(p))Q は p進モジュラー形式である.

この定理の証明には触れないが, 証明の中で特に f の重さが 2の場合には, 一次近似を取ることで次

の合同関係が得られる. この合同関係は Γ0(p)の種数の計算に応用された重要なものである.

系 1.6. 任意の f ∈ M2(Γ0(p))Z(p)
に対して, ある g ∈ Mp+1(SL2(Z))Z(p)

が存在して f ≡ g mod pと

なる.

さらに指標付きのモジュラー形式についても考察されている. 主張を正確に述べるために準備をして

おく.

µp−1 を C× の中の 1の p− 1乗根からなる群とする. µp−1 の生成元 ζp−1 をとり, pの Z[ζp−1]の中

での素イデアル分解を考える. Φ(X) ∈ Z[X]を ζp−1 の最小多項式, すなわち ζp−1 を根にもつような

円分多項式とする. このとき Φ(X)はいつも Φ(X) ≡ q1(X) · · · qr(X) mod pと分解できる. ただし

r = φ(p− 1)であり, 各 qi(X)は次数 1の多項式で qi(X) ̸≡ qj(X) mod pを満たす. このとき pは r個

の素イデアル pi := (qi(ζp−1), p)によって次のように完全分解する:

(p) = p1 · · · pr = (q1(ζp−1), p) · · · (qr(ζp−1), p).

ある di ∈ Zによって qi(X) = X−diと書けばσiというQ(ζp−1)からQpへの埋込みがσi(ζp−1) = ω(di)

によって定まる. ここで ωは Teichmüller指標である. σiを素イデアル piに対応する埋め込みとよぶ.

例 1.7. (1) p = 5 (ζ4 = i)のとき. Φ(X) = X2 + 1 ≡ (X − 2)(X − 3) mod 5である. p1 := (i− 2, 5),

p2 := (i− 3, 5)とおくと (5) = p1p2となる. 実際, (i− 2, 5) = (i− 2), (i− 3, 5) = (i+ 2)である. した

がって pi に対応する埋め込み σi は σ1(i) = ω(2)と σ2(i) = ω(3)によって定まる 2つである.

(2) p = 7 (ζ6 = (1 +
√
3i)/2) のとき. Φ(X) = X2 − X + 1 ≡ (X − 3)(X − 5) mod 7 である.

p1 := (ζ6 − 3, 5), p2 := (ζ6 − 5, 5) とおけば 7 = p1p2 となる. したがって σi は σ1(ζ6) = ω(3) と

σ2(ζ6) = ω(5)によって定まる 2つである.

上述の埋め込みを一つ固定して, それを σとする. Q(µp−1)の中に係数をもつような形式的ベキ級数

f =
∑∞

n=0 af (n)q
n ∈ Q(µp−1)[[q]]に対して, fσ :=

∑∞
n=0 af (n)

σqn ∈ Qp[[q]]と定める. これらの記号

の下で次の定理を得る.

定理 1.8. 任意の f ∈Mk(Γ0(p), χ)Q(µp−1) に対して, fσ は p進モジュラー形式である.

注意 1.9. σは有理数を動かさないので, 定理 1.8は定理 1.5を含んでいる.

2 拡張および多変数化

この節では, 最近なされている Serreの p進モジュラー形式の多変数化に関する結果を述べる.
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2.1 定義と記号

Hnを次数 nの Siegel上半空間とする. Siegelモジュラー群 Γn = Spn(Z)はHnに一般化された一次

分数変換

MZ := (AZ +B)(CZ +D)−1, M =

(
A B

C D

)
∈ Γn

によって作用する. 自然数N に対して, 合同部分群 Γ
(n)
0 (N)は

Γ
(n)
0 (N) :=

{(
A B

C D

)
∈ Γn

∣∣∣∣∣ C ≡ On mod N

}

によって定義される.

自然数 kに対して, χを mod N の指標で χ(−1) = (−1)k を満たすものとする. このとき重さ k, 指

標 χの Siegelモジュラー形式の空間Mk(Γ
(n)
0 (N), χ)は正則関数 f : Hn → Cであって,

f(MZ) = χ(detD) det(CZ +D)kf(Z), M =

(
A B

C D

)
∈ Γ

(n)
0 (N)

という変換規則を満たすもの全体からなる. もし χが自明な指標ならMk(Γ
(n)
0 (N)) = Mk(Γ

(n)
0 (N), χ)

と書くことにする. Siegelモジュラー形式 f ∈Mk(Γ
(n)
0 (N), χ)は

f =
∑

O≤T∈Λn

af (T )e
2πitr(TZ)

という形の Fourier展開をもつ. ここで, T は Λn の半正定値の元全体を走り, Λn は

Λn := {T = (tij) ∈ Symn(Q) | tii ∈ Z, 2tij ∈ Z}

によって定義されるものである. 部分環 R ⊂ C に Fourier 係数をもつようなモジュラー形式全体を

Mk(Γ
(n)
0 (N), χ)R と表すことにする. すなわち

Mk(Γ
(n)
0 (N), χ)R :=

f =
∑

O≤T∈Λn

af (T )e
2πitr(TZ) ∈Mk(Γ

(n)
0 (N), χ)

∣∣∣∣∣∣ ∀T ∈ Λn, af (T ) ∈ R


と定義する.

k > n+ 1となる偶数 kに対して, 次数 n, 重さ kの Siegel Eisenstein級数は

E
(n)
k (Z) :=

∑
(A B
C D )∈Γ

(n)
∞ \Γn

det(CZ +D)
−k

, Z ∈ Hn

によって定義される. ただし Γ
(n)
∞ は Γ

(n)
∞ :=

{(
A B
On D

)
∈ Γn

}
で定められる Γn の部分群である. この

級数は広義一様絶対収束しMk(Γn)の元を定める. Siegel [23, 24]によって, この級数の Fourier係数が

有理数であり, かつ分母が有界であることが知られている. さらに明示公式については, n = 2のとき

はMaass [14]等, nが一般の場合には桂田 [10]によって求められている.

2.2 p進 Siegel モジュラー形式

p進体Qp上に係数をもつような g =
∑

O≤T∈Λn
b(T )e2πitr(TZ)という形の形式的ベキ級数を考える.

このようなベキ級数のより深い解釈は [1, 3]を参照されたい.
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定義 2.1. Qp上に係数をもつ形式的ベキ級数 g =
∑

O≤T∈Λn
b(T )e2πitr(TZ)が p進 Siegelモジュラー

形式であるとは, ある Siegelモジュラー形式の列 {fm ∈Mkm(Γn)Q}が存在して, km は増大し

lim
m→∞

fm = g (p進極限)

となることである. ここで, p進極限の意味はm→∞のとき infT∈Λn(ordp(afm(T )− b(T )))→∞と
なることである. 特に Siegel Eisenstein級数の p進極限で得られる p進 Siegelモジュラー形式のこと

を p進 Siegel Eisenstein級数とよぶ.

まずは定理 1.3に対応する結果を述べる.

定理 2.2. 次の条件のとき, 数列 {km}によって決まる指標 χが存在して

lim
m→∞

E
(n)
km
∈Mk(Γ

(n)
0 (p), χ)

となる.

(1) (長岡 [18]) nは任意, p ≥ 5かつ p ≡ 3 mod 4, km := 1 + (p− 1)pm−1/2.

(2) (桂田-長岡 [11], 水野 [16]) n = 2, pは上と同じ, k ≥ 1は奇数, km := k + (p− 1)pm−1/2.

(3) (菊田-長岡 [13], 水野-長岡 [17]) n = 2, pは奇素数, k ≥ 2は偶数, km := k + (p− 1)pm−1.

(4) (竹森 [26]) n = 2, pは任意, k ≥ 4は自然数, km は増大列でX の中で (k, α)に収束する.

注意 2.3. (1)については, 1が kにあたる. (2)の水野 [16]の結果は, 主題の p進極限が丁度レベル p

の Siegel Eisenstein級数と一致するというものである. (3)の菊田-長岡 [13]の結果は k = 2の場合の

みのもので, 水野-長岡 [17]の結果に含まれる. ただし証明方法は異なる. (4)の竹森 [26]の結果は, 条

件を満たす全ての p進極限がレベル pの Siegel Eisenstein級数であることを述べている.

次にレベル pのモジュラー形式はいつ p進モジュラー形式であるかということについてであるが, こ

れは Böcherer-長岡 [3]によって考察されている.

定理 2.4 (Böcherer-長岡 [3]). pを奇素数とする. 任意の f ∈ Mk(Γ
(n)
0 (p))Q は p進 Siegelモジュラー

形式である.

一変数の場合とは事情が異なり, この定理の証明の一次近似をとっても系 1.6に対応するものは導か

れない. したがって対応する合同関係が欲しければ, 個別に考える必要があるがこれについては菊田-長

岡 [13]が次のことを予想している.

予想 2.5. pを十分大きな素数とする. 任意の f ∈ M2(Γ
(n)
0 (p))Z(p)

に対して, ある g ∈ Mp+1(Γn)Z(p)

が存在して f ≡ g mod pとなる.

注意 2.6. 菊田-長岡 [13]で予想した当初は pが “十分大きな”という仮定はなかったが, 後に Böcherer

によって指摘された.

菊田-長岡 [13]では, 上記 f がカスプ形式でない場合の合同の例を挙げている. f がカスプ形式の場

合の数値例については, 長岡-中村 [19]によって与えられている. ここで彼らの数値例を紹介する.

Γ
(2)
0 (11)に関する重さ 2のカスプ形式が吉田リフトによって構成される (吉田リフトについては [27]

参照).

S
(11)
1 :=


1 1

2 0 0
1
2 3 0 0

0 0 1 1
2

0 0 1
2 3

 , S
(11)
2 :=


2 0 1 1

2

0 2 1
2 −1

1 1
2 2 0

1
2 −1 0 2

 , S
(11)
3 :=


1 0 1

2 0

0 4 2 3
2

1
2 2 4 7

2

0 3
2

7
2 4
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とおく. これに対して

F
(11)
2 :=

1

24
(3θ

S
(11)
1
− θ

S
(11)
2
− 2θ

S
(11)
3

)

とおけば F
(11)
2 は重さ 2のカスプ形式となり, Fourier係数は全て Z(p) に含まれる. ただし, θSj は

θSj (Z) :=
∑

X∈M4,2(Z)

e2πitr(Sj [X]Z)

で定義される.

もう一つ吉田リフトでレベル 19のカスプ形式を構成しておく.

S
(19)
1 :=


1 0 1

2 0

0 1 0 1
2

1
2 0 5 0

0 1
2 0 5

 , S
(19)
2 :=


1 1

2
1
2

1
2

1
2 2 0 1
1
2 0 3 3

2
1
2 1 3

2 6

 , S
(19)
3 :=


2 0 1 1

2

0 2 1
2 1

1 1
2 3 1

2
1
2 1 1

2 3


に対して,

F
(19)
2 :=

1

8
(θ

S
(19)
1
− 2θ

S
(19)
2

+ θ
S

(19)
3

)

とおく. すると F
(19)
2 は Γ

(2)
0 (19)に関する重さ 2のカスプ形式である. そして Fourier係数は全て Z(p)

に含まれる.

E4 = E
(2)
4 , E6 = E

(2)
6 , χ10, χ12 をいつものように, 井草の生成元とする. ただし “先頭” の項の

Fourier係数が 1となるように正規化しておく. χ20 := 11E4E6χ10 + 4χ2
10 + 8E2

4χ12 とおく.

例 2.7 (長岡-中村 [19]). (1) tr(T ) ≤ 5なる T ∈ Λ2 に対して, a
F

(11)
2

(T ) ≡ a−χ12(T ) mod 11となる.

(2) tr(T ) ≤ 4なる T ∈ Λ2 に対して, a
F

(19)
2

(T ) ≡ aχ20(T ) mod 19が成り立つ.

この数値例が挙げられた後に, 予想 2.5はある条件の下で正しいことが Böcherer-長岡によって示さ

れた.

定理 2.8 (Böcherer-長岡 [4]). “mild condition”なる条件の下で予想が成立する. この条件は吉田リフ

トを含む.

条件の詳細は省くので, これについては論文 [4]を参照されたい. この定理から上記の F
(11)
2 と F

(19)
2

に対して, “ある”g ∈ Mp+1(Γ2)Z(p)
が存在して F

(p)
2 ≡ g mod pとなることが保証された訳であるが,

例 2.7で挙げたモジュラー形式が本当に合同になっているかどうかは分からない. そこで, これを確か

める術として次のような結果があることを紹介する.

定理 2.9 (Choi-Choie-菊田 [5]). p ≥ 5とする. Γを Γ2 の合同部分群とする.

(1) f ∈ Mk(Γ)Z(p)
が, 0 ≤ m, n ≤ k

10 [Γ2 : Γ]となる全ての T = (m ∗
∗ n )に対して af (T ) ≡ 0 mod pな

らば f ≡ 0 mod pである.

(2) 特に Γ = Γ2 のときはこの結果が最良である. すなわち, ある f ∈ Mk(Γ2)Z(p)
が存在して, 0 ≤

m, n ≤ k
10 − 1となる全ての T = (m ∗

∗ n )に対して af (T ) ≡ 0 mod pとなるが f ̸≡ 0 mod pとなるもの

が存在する.

注意 2.10. 類似の結果が Poor-Yuen [20]によって得られている. 彼らの結果は任意の素数に対する主

張である.

これは Sturmの定理 [25]の Siegelモジュラー版と解釈できる. この定理から例 2.7で挙げたモジュ

ラー形式が本当に合同であることが示される.

系 2.11 (Choi-Choie-菊田 [5]). (1) F
(11)
2 ≡ −χ12 mod 11.

(2) F
(19)
2 ≡ χ20 mod 19.
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注意 2.12. 系 2.11の証明には定理 2.8と 2.9の両方を用いる.

最後に指標付きのモジュラー形式に関する結果を述べる.

定理 2.13 (菊田 [12]). pを奇素数とする. 任意の f ∈Mk(Γ
(2)
0 (p), χ)Q(µp−1)に対して fσ は p進 Siegel

モジュラー形式である.

次の節ではこの定理の証明について述べる.

3 定理2.13の証明

Serreの議論を応用するために次の補題を用意する.

補題 3.1. 任意のmod pの指標 χに対して, あるモジュラー形式の列 {Gkm ∈Mkm(Γ
(2)
0 (p), χ)Q(µp−1)}

が存在して, limm→∞ Gσ
km

= 1となる.

補題 3.2. 任意の f ∈Mk(Γ
(2)
0 (p))Q(µp−1) に対して, fσ が p進 Siegelモジュラー形式である.

まずこの二つの補題が示されたと仮定して, 定理 2.13を証明する. 尚, 証明は以下のように Serreの

証明と全く同じ流れを辿る.

定理 2.13の証明. f ∈ Mk(Γ
(2)
0 (p), χ)Q(µp−1) とする. 補題 3.1 を χ−1 の場合で適用すると, ある列

{Gkm ∈ Mkm(Γ
(2)
0 (p), χ−1)Q(µp−1)}で limm→∞ Gσ

km
= 1となるものが存在する. これらの Gkm を f

に掛ける. すると各 mについて fGkm ∈ Mk+km(Γ
(2)
0 (p))Q(µp−1) となるから, 補題 3.2より (fGkm)σ

は p進 Siegelモジュラー形式である. Gkm のとり方から

lim
m→∞

(fGkm)σ = lim
m→∞

fσGσ
km

= fσ

が得られる. したがって fσ は p進 Siegelモジュラー形式の極限であるから p進 Siegelモジュラー形式

である.

ということで証明を完成させるためには, 補題 3.1と 3.2を示せばよい. 補題 3.1の証明には以下で

紹介するMaassリフトを使う.

3.1 Jacobi形式とMaass リフト

簡単のために素数レベルのみを考える. pを素数とし, χをmod pのDirichlet指標で χ(−1) = (−1)k

を満たすものとする. ϕを重さ k, 指数 1, 指標 χの Γ
(1)
0 (p)に関する Jacobi形式とする. このとき ϕは

ϕ(τ, z) =
∞∑

n=0

∑
r∈Z

4n−r2≥0

c(n, r)qnζr, (τ, z) ∈ H1 × C,

という形の Fourier 展開をもつ. ただし q := e2πiτ , ζ := e2πiz である. ϕ の Maass リフトMϕ ∈
Mk(Γ

(2)
0 (p), χ)は

Mϕ(Z) =

1

2
L(1− k, χ) +

∞∑
n=1

∑
0<d|n
(p,d)=1

χ(d)dk−1qn

 c(0, 0)

+
∞∑
l=1

∑
4nl−r2≥0

∑
0<d|(n,r,l)
(p,d)=1

χ(d)dk−1c

(
nl

d2
,
r

d

)
qnζrq′l, Z =

(
τ z

z w

)
∈ H2,

という形で記述される. ここで q′ := e2πiw とおいた. レベル付き Jacobi形式やそのリフティングにつ

いての詳細は [7, 15]などを参照されたい.
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3.2 補題 3.1の証明

Serre [22]の記号に従い, (s, u) ∈ X に対して ζ∗(s, u) := Lp(s, ω
1−u)とおく. ここで Lp(s, χ)は久

保田-Leopoldtの p進 L関数である (例えば [9]参照). α ∈ Z/(p− 1)Zを χσ = ωα を満たすものとす

る. a ≡ −α mod p− 1となるような 0 < a ∈ Zに対して, {km = apm+1}という数列をとる. ここで a

の偶奇は χの偶奇と一致することに注意する.

Eichler-Zagier [6]のように, EJ
k,1(τ, z)を重さ k, 指数 1の正規化された Jacobi Eisenstein級数とす

る. すなわち定数項を 1にしておく. この級数の Fourier係数は全て有理数となることが知られている.

さらに

E
(1)
k = 1− 2k

Bk

∞∑
n=1

∑
0<d|n

dk−1qn ∈Mk(Γ1),

E
(1)
k,χ = 1 +

2

L(1− k, χ)

∞∑
n=1

∑
0<d|n

χ(d)dk−1qn ∈Mk(Γ
(1)
0 (p), χ)

をそれぞれ Γ1 に関する重さ kの正規化された Eisenstein級数, Γ
(1)
0 (p)に関する指標 χの正規化され

た Heckeの Eisenstein級数とする. このとき

ϕkm
:= E

(1)
a(p−2),χE

(1)
ap(pm−1)E

J
2a,1

とおくとϕkmは重さkm,指数 1,指標χのΓ
(1)
0 (p)に関する Jacobi形式となる. さらにE

(1)
ap(pm−1)E

J
2a,1の

Fourier係数は全て有理数となる. ϕkmのFourier展開をϕkm =
∑

n,r ckm(n, r)qnζrとすると ckm(n, r) ∈
Q(µp−1)であり ckm(0, 0) = 1となる. このとき次が示される.

補題 3.3. {ϕσ
km
}は形式的ベキ級数環Qp[ζ, ζ

−1][[q]]の中で収束する. Fourier係数の収束は一様である.

この補題の証明は省略する. Maass リフトMϕkm =: Fkm ∈ Mkm(Γ
(2)
0 (p), χ)Q(µp−1) をとると,

ckm(0, 0) = 1より次のような Fourier展開

Fkm =
1

2
L(1− km, χ) +

∞∑
n=1

∑
0<d|n
(p,d)=1

χ(d)dkm−1qn

+
∞∑
l=1

∑
4nl−r2≥0

∑
0<d|(n,r,l)
(p,d)=1

χ(d)dkm−1ckm

(
nl

d2
,
r

d

)
qnζrq′l

を得る. ここで Fσ
km
の q-展開の形を考える.

まず l > 0に対する, l番目の Fourier Jacobi係数は∑
4nl−r2≥0

∑
0<d|(n,r,l)
(p,d)=1

χ(d)dkm−1ckm

(
nl

d2
,
r

d

)
qnζr (3.1)

である. 補題 3.1の証明に必要となることは, この項に σ を施したときに, 係数が Qp の元になるとい

うことである. そしてそれは σ の定義から明らかである. しかしながら, ここでは以下のような Serre

の表示に倣うことにする.

Z×
p ≃ (1 + pZp) × (Zpの中の 1のベキ根)であるから, p - dなる整数 dに対して d = ⟨d⟩ω(d)とい

う形に分解できる (岩澤 [9]参照). (s, α) ∈ X に対して d(s,α) := ⟨d⟩s ωα と定義する. ここで ⟨d⟩ ≡ 1

mod pであるから ⟨d⟩s が意味をもつ. 特に α ∈ Z/(p− 1)ZをX の中で (0, α)と同一視する. すなわ

ち dα = ω(d)α = χ(d)σ である. この表示を用いれば, 上記 (3.1)の項に σを施したものは∑
4nl−r2≥0

∑
0<d|(n,r,l)
(p,d)=1

dkm+α−1ckm

(
nl

d2
,
r

d

)σ

qnζr
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と表されることが分かる.

次に, 0番目の Fourier Jacobi係数については, 重さ km, 指標 χの Heckeの Eisenstein級数である.

L(1− k, χ)σ = Lp(1− k, ωk+α) (岩澤 [9]参照)となることと, 上と同様の議論により1

2
L(1− km, χ) +

∞∑
n=1

∑
0<d|n
(p,d)=1

χ(d)dkm−1qn


σ

=
1

2
ζ∗(1− km, 1− km − α) +

∞∑
n=1

∑
0<d|n
(p,d)=1

dkm+α−1qn

を得る.

最後に Gkm
:= 2L(1 − km, χ)−1Fkm

とおく. km はX の中で (0,−α)に行くから, (km, km + α)は

(0, 0)に行く. ζ∗(s, u)は (1, 1)で 1位の極をもつことに注意して, この事実と補題 3.3を合わせれば,

Gσ
km
は 1に収束することが分かる. 実際 Gσ

km
の q-展開は次で与えられる:

Gσ
km

= 1 +
2

ζ∗(1− km, 1− km − α)

∞∑
n=1

∑
0<d|n
(p,d)=1

dkm+α−1qn

+
2

ζ∗(1− km, 1− km − α)

 ∞∑
l=1

∑
4nl−r2≥0

∑
0<d|(n,r,l)
(p,d)=1

dkm+α−1ckm

(
nl

d2
,
r

d

)σ

qnζrq′l

 .

これで補題 3.1が証明された.

3.3 補題 3.2の証明

補題の主張よりも一般的な場合として, nが任意の場合に示す. f ∈ Mk(Γ
(n)
0 (p))Q(µp−1) とする. 志

村 [21] の結果により Mk(Γ
(n)
0 (p))C = Mk(Γ

(n)
0 (p))Q ⊗ C が成り立つ. これは, ある ci ∈ C とある

fi ∈ Mk(Γ
(n)
0 (p))Q により f =

∑N
i=1 cifi という形に一意的に書けることを示している. fi の Fourier

係数は全て有理数であるから, 各 τ ∈ Aut(C/Q(µp−1))に対して fτ =
∑N

i=1 c
τ
i fi となる. 一方では, f

の Fourier係数が 全て Q(µp−1)に含まれることから fτ = f =
∑N

i=1 cifiを得る. f の表示の一位性に

より cτi = ci となる. すなわち各 iについて ci ∈ Q(µp−1)である. これより fσ =
∑N

i=1 c
σ
i fi について

cσi ∈ Qpであり, 定理 2.4により各 fiが p進 Siegelモジュラー形式であるから, fσ も p進 Siegelモジュ

ラー形式となることが分かる. これで補題 3.2が証明され, したがって定理 2.13の証明も完了した.

4 定理2.13の一般化について

前節で述べた証明から次のことが分かる. 補題 3.2の方は一般次数の場合に示した. そのため補題 3.1

の方も一般の次数について示すことができれば, 定理 2.13の次数に関する一般化が可能となる. した

がって次の問題を挙げておく.

問題 4.1. pを奇素数とする. 任意の mod pの Dirichlet指標 χに対して, Siegelモジュラー形式の列

{Gkm ∈Mkm(Γ
(n)
0 (p), χ)Q(µp−1)}であって limm→∞ Gσ

km
= 1を満たすものを構成せよ.

ここでもう一つこの問題と同値な問題を挙げる.

問題 4.2. p, χを上と同じとする. このとき Ga ∈Ma(Γ
(n)
0 (p), χ)Q(µp−1)で Gσ

a ≡ 1 mod pとなるもの

を構成せよ.
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注意 4.3. (1) 問題 4.2が解けるなら, 問題 4.1の方も Gkm := Gpm

a と置くことにより解ける.

(2) α ∈ Z/(p − 1)Zで χσ = ωα となるようなものをとる. 定理 2.13の証明から分かることであるが,

f ∈ Mk(Γ
(2)
0 (p), χ−1)Q(µp−1) に対する fσ の “p進ウェイト”なるものは (k, k − α)である. ここで補

題 3.1のモジュラー形式の列がもう一つ存在したと仮定して, それを {G′
k′
m
∈Mk′

m
(Γ

(2)
0 (p), χ)Q(µp−1)}

とする. p進ウェイトの well-defined性が {k + k′m}もX の中で (k, k − α)に収束することを保証し,

したがって {k′m}は自動的に (0,−α)に収束する. 同様に, 問題 4.1の {km}も自動的に (0,−α)に収
束する. なぜなら, Siegel Φ作用素に対して Φn−2(Gkm) ∈ Mkm(Γ

(2)
0 (p), χ)Q(µp−1) を考えると, これ

は limm→∞ Φn−2(Gkm
)σ = 1を満たすからである. p進ウェイトや, その well-defined性については

[1, 8, 22]を参照されたい.

(3) 上記 (1)と (2)を併せると, 問題 4.2の中の重さ aと指標 χの間に a ≡ −α mod p− 1という関係

があることが分かる. ただし αは χσ = ωα となるものである.

(4) p − 1 | a (すなわち χが自明指標)のときは, 問題 4.2は Böcherer-長岡 [2]の結果である. 彼らは

テータ級数を用いて Gp−1 を構成したが, 実でない指標付きのものは同じ方法では構成できない.
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[1] S. Böcherer and S. Nagaoka, Congruences for Siegel modular forms and their weights, Abh.

Math. Semin. Univ. Hambg. 80 (2010), 227–231.

[2] S. Böcherer and S. Nagaoka, On mod p properties of Siegel modular forms, Math. Ann. 338

(2007), 421–433.
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